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I. Der Zylinderhuf. 


S I. Der Zylinderhuf mit halbkreisförmiger Grundfläche. 

Der vom Endpunkte einer Seite nach dem Mittelpunkte des Grund- 
kreises eines Zylinders geführte Schnitt, schneidet aus dem Zylinder einen 
Zylinderhuf ab, dessen Höhe die Seite des Zylinders und dessen Grundfläche 
ein Halbkreis ist. Siehe Zeichnung 1. 

Den Inhalt des Zylinderhufs berechnet man am bequemsten nach der 
Simpsonschen Regel, wobei man den Mittelschnitt durch die Höhe r und den 
Mittelpunkt des Grundkreises lest. Man erhält: 

Ve en 

Diese Regel ist hier anwendbar, denn die Inhaltsgleichung für jeden 
zum Mittelschnitt im Abstande von x gleichlaufenden Querschnitt überschreitet 
den 2. Grad von x nicht. 

Es sei A C’ D’M’ der Querschnitt und C’D’=4#, DM = 5 MN 

ING EM es N C DM’ ist, 'so’ist 


; S N 
A . h == J *3 odeı h = Ir’ 
mithin ergibt sich für den Querschnitt: 
BIER 
AB; 
2 hi hir — 
Nun ist: Be r? — x?, also wi ne a d. h. die Querschnitts- 
4 4 27 


gleichung ist vom 2. Grade. Es ist: 


RN BEER SER f h 27 ZEN 
ve 3 lite u DE 5 [er — r) ai h. 

Um den Mantel des Zylinderhufes zu berechnen, zerlege man den 
Körper in Pyramiden, deren Spitzen alle im Mittelpunkt des Grundkreises 
liegen und deren Grundflächen (9, @,, &,-.) zusammen den Mantel M aus- 
machen. Die Höhen aller Pyramiden sind gleich r. Der Inhalt des Zylinder- 
hufes ist demnach auch: 


r r 
Vv=g +2: +% RESET EN: 


r DT k 
M:.— = BER hieraus folgt für den Inhalt des Mantels: 


Mithin ist: 


ERDE 


S 2. Der Zylinderhuf mit einem Kreissegment als Grundfläche, 


Um den Inhalt dieses Körpers zu berechnen, schneide man zunächst 
von dem Zylinderhuf mit halbkreisförmiger Grundfläche vom Mittelpunkt M 
aus durch 2 zum mittleren Querschnitt gleich geneigte und zur Grundfläche 
senkrechte Schnitte gleiche Stücke ab. (Zeichnung 2.) Der Inhalt des Rest- 
körpers kann nach der Simpsonschen Regel berechnet werden. Es ist: 
an. Oh 
(1) V=(-+ eg —-0)- : _ —_ wo s die Sehne des 
. Kreissegmentis ist. 
Der mit dem Mittelschnitt gleichlaufende Querschnitt ist ein Trapez, 


Fa un 


dessen Flächeninhalt "2 ist .wo2 2-2, 18 


Es ists pa Joe 2, 1.23, 50der Le, 
1 


Net 2 na 
2, 
Gleichungen ergibt sich für den Flächeninhalt: 


= A 
— -. Mittels dieser 
2, f 


De (z,° 259) 


\ 2r 
Mr ; “ Ai Ra 
Setzt man für 2, °—= r — 2 und us: ze ehr zn da für 
E 2x(ir--a)\” . 
N Ve LE RE 6: 
2 ” 
„ Ar Ir—a\ A A ! 
Ke (r — x — ._.. ka Der Körperinhalt 
r 
\ 2 


EURE a 
BR x 4x” (r 
re — x — 


2, dx hr-s 
s? 


ist demnach: te 
2r. 


a 


= 


Für den Inhalt erhält man auch, wenn M der Mantel dieses Rest- 
korpers ist V==M- z demnach ist: 


M. 3) + a und hieraus ergibt sich für den 


Mantel des Restkörpers: 2) M=h.s. 


Nunmehr lässt sich leicht der Mantel eines Zylinderhufes, dessen 
Grundfläche ein Kreissegment ist, berechnen. Die durch einen Parallelschnitt 
zur Grundfläche im Abstande %# abgeschnittene Spitze des Restkörpers stellt 
einen solchen Zylinderhuf dar. Für den Inhalt der Mantelfläche ergibt sich 


demnach; M=h-:s—b:#, wo b der Bogen des Segmenits ist. 


Aus den Verhältnisgleichungen: h: 4" = r:(r—.a), — =, und 


Ara — AN erhält man: A = N gar = )(k—h) 
h r—au a a 


2? aaa ap 


Setzt man diese Werte oben ein, so wird die Inhaltsgleichung des 
Mantels eines Zylinderhufes mit segmentförmiger Grundfläche: 


MN = PNA s Fr h. ra) 
a 
h — h’ ist die Höhe dieses Zylinderhufes. 


Multipliziert man diese Gleichung mit 3 und subtrahiert hiervon den 


Inhalt des Kegels, dessen Grundfläche das Kreissegment ist und dessen Spitze 
im Mittelpunkt M liegt, so erhält man die Gleichung für den Inhalt des 
Zylinderhufs. Es ist: 


Ba n VER dr s-(ir—a\ H 
V == —— [s r—b.(r— a) u | y 5 ' 
für A ve nn M) und (r— a) r — T wird 


ah 2 e. 
N h #5) un . ra)| 


Bisher war angenommen, dass die Pfeilhöhe des Segments a <T r ist, 
Ist die Pfeilhöhe @’ > r, so ergibt sich unter Berücksichtigung der gleichen 
Zylinderfläcken ABC= ABC und aßy==afy für den Mantel: 


M=s-h -+ Di. (h — A). Siehe Zeichnung 3. 


Die Höhe dieses Zylinderhufes ist 22 — A’. Die Werte für k und a — 4 
aus der Verhältnisgleichung: 237 — W :h— h"=a:a — r berechnet und 


eingesetzt, gibt: M —= mn a [s- 


[4 


r-- Balay- N) oder 
2h>=H m Br 
Dune, Is .r—b (r — a) 


Für den Körperinhalt ergibt sich, wie aus der Zeichnung ersichtlich: 


I Be | d— nl h—H 
V = — A s- ee Nds er 1 BEER 
a ne mi: 
a 4 
f 2h—h es | 
WM NEpeaR | (r? — > -H- b. r(@ —n)| oder 
2A 


BES en Mist — s 
na s (r? — 12) —b ra) 


ARE RO 


Die Gleichungen für M und V stimmen für a <“ oder > r überein. 
In jedem Falle sind also die Inhaltsgleichungen für den Zylinderhuf mit 
segementförmiger Grundfläche: 


(3) M=.(s:r-3:7—0) und 


(4) v5 s (rt — ) uhr (r — | wo /ı die Höhe des 


Zylinderhuifes, b der Bogen, s die Sehne und a die Pfeilhöhe des Segments 
bezeichnen. 


S 3. Der Zylinderhufsektor. 


Der Zylinderhufsektor ist ein Teil des Zylinderhufes mit halbkreis- 
förmiger Grundfläche, der von zwei zur Grundfläche senkrecht stehenden 
und durch den Mittelpunkt M geführte Schnitte begrenzt ist. Der Restkörper, 
, 2 und dessen Mantel $ 2, 2: 


M=s-.h ist, ist ein Zylinderhufsektor. 


dessen Inhalt 8 2.112 4,4 — 


Die allgemeinen Formeln für den Sektor, dessen Grundfläche der Kreis- 
sektor BMC (Fig. 4) ist, sind: 


r(S—s).A 


une ‘—s).h 


5 unduM = Era BB, 


CC==s und Ah die Höhe des vollen Zylinderhufes bezeichnen. 


Setzt man ! — s==2o, wo o die Projektion des Bogens BC auf AA’ 
ist, so heissen die Formeln: 


(1) v- ——, 


(2) DIOR. 


S 4. Das Zylinderhufsegment. 


Es sind zwei Arten von Zylinderhufsegmenten zu unterscheiden, je 
nachdem der zur Grundfläche normale Begrenzungsschnitt auf dem Durch- 
messer AA’ senkrecht steht oder nicht. Im ersten Falle sind die Grund- 
flächen der Zylinderhufsegmente halbe, im andern Falle ganze Kreis- 
segmente. (Zeichnung 4.) 

Der Inhalt des Zylinderhufsegments mit der Grundfläche ADB und 
der Höhe A, im Punkte B ist gleich dem Inhalt des Zylinderhufsektors mit 
der Grundfläche ABM vermindert um den Inhalt der Pyramide mit der 
Grundfläche DBM und der Höhe A,- also: 

Anteo NN 20), DB; hu 


en a 


3 ne 3 


BE re 


Für A, den Wert aus der anne un: DB=h:r ein- 
gesetzt, gibt: 


hrs (r—o)DB:. An kolen [arıg —, 
v2 II "<=. lro-e-0: DB) 
Setzt man in dieser Gleichung DB? = o (2r— 0), so erhält man: 
Vi== u (27 — (r — 0) er—0)) oder schliesslich: 
| h-o° 
(la) Ve FF [3 :) oder: 

(ib ee a 670 — I08 I: 3.DB: + 6 > 
Me; N a 12r .(5- ) 


Der Inhalt eines Di derhursbennune mit ganzem Kreissegment als 
Grundfläche ergibt sich ebenfalls aus dem Unterschied der Inhalte eines 
Zylinderhufsektors mit der Grundfläicke BMC und einer le deren 
Grundfläche ein Trapez und deren Höhe o ist. Es ist: 


Eee = — er Re BC be wo Ah, und A. die Höhen in 
B und C sind. 
Durch Einsetzung für A, = EEE Are Een wird: 
h-r.o h .BD-CE ‘0 
Ka en, ren 
Berücksichtigt man die Verhältnisgleichung: o: aus ie s:o und 
führt den Wert für 2 u ein, so ergibt sich: 
h-r-o REEL R # 
sts, manmungz nal) 
Ss? 
Für? = 0° A wird 
h.0o-s? 
(2) 2 Lara 


Geht die Sehne des Kreissegments vom Endpunkt A des Durchmessers 
AA’ aus, so kann man s®® = ?2r- oo setzen und erhält: 


h-o? 
(3) = ee 
Ist die Sehne s parallel A A’, so geht die Gleichung $ 4 (2) fürs =s 
über in: 
h-s? 
( AmIESTH 


RN, 3m 


S 5. Die Zylinderhufschicht. (Zeichnung 4.) 

Die Zylinderhufschicht ist der Teil eines Zylinderhufes mit halbkreis- 
iörmiger Grundfläche, der von zwei auf der Grundfläche senkrecht stehenden 
parallelen Schnittflächen begrenzt wird. Auch hier sind wieder zwei Arten 
zu unterscheiden, je nachdem die parallelen Schnittflächen den Durchmesser 
AA’ senkrecht oder unter schiefem Winkel schneiden. Der Inhalt der Schicht 
wird aus dem Unterschied zweier Zylinderhufsegmente berechnet. Nach $ 4 (1) 
ist der Rauminhalt der Schicht mit der Grundfläche BDCE: | 


h-o? ho? 

Vize er (37 — 6,) m er (Ir — 0), 

— 4.8270? 0) — 2 (n} 00] 
12r (0; “ o of, 
h 


Setzt man für: 
2, = AC=o?-+ a: und 2ro— AB? —= 0? 4 53, 
so ergibt sich: 


Ah | 
(1) a 192 (0, — 0) [3a? -+- 3b? — (o, TER 0)?]. 


Im anderen Falle, wenn die parallelen Schnittflächen den Durchmesser 
nicht senkrecht schneiden, ist nach $ 4 {2): 


Aus der Verhältnisgleichung o, :s,; = e:s der Wert für o eingesetzt, gibt: 


eo 


TER RBIe 3__ 03 
(2) V 1 Ir 5 (Sı S ). 


\Wenn die parallelen Schnittflächen gleichlaufend zu dem Durchmesser 
AA’ sind, ist o, =s,. Die Inhaltsformel ist dann: 


(3) V- 0’. 


S 6. Die Grundfläche des Zylinderhufs ist ein Teil einer Ellipsenfläche. 
Die halbe Ellipse liegt auf einer Seite der großen Achse a. Siehe 
Zeichnung 5. Unter Anwendung der Simpsonschen Regel erhält man für 
den Inhalt des Zylinderhufes, dessen Grundfläche eine halbe Ellipse ist: 


(1) v-lo+2+0=2a.6-h wo 2a und 25 die 
I 


Ellipsenachsen und % die Höhe des Zylinderhufes bezeichnen. 


Lat 1 Kae 


Für den Zylinderhufsektor, dessen Grundfläche CM D von BM halbiert 
wird, ergibt sich: 


Di la e (oO 26h) Be wo CDs ist. 


Der Inhalt des Zylinderhufsektors, dessen Grundfläche A MC von einer 
der Halbachsen begrenzt wird, ist nach $ 6 (1) und (2): 


ls 3 3 6% (2a — s), oder 


2 \ 
für 24 — s = 2d, 
(3) V= 


EME [7° bh =) Verbe 


ß are wo AE==d ist. 


Das Zylinderhufsegment, dessen Grundfläche AEC ein halbes Ellipsen- 
segment ist, hat mit Berücksichtigung von $ 6 (3) den Inhalt: 


De on EP a wo h, die Höhe in C bezeichnet. 


Wird der Wert für A, aus u: h==c:b eingeführt, so ist: 
V= ui [26°d — (a Ar d) c?) 
FR? ; 


2 E 11: ; a, a)? & 
Den Wert für c? erhält man aus der Ellipsengleichung: “ Fr ) + Ra [ie 


Setzt man diesen: c = er (2a. d—.d?) ein, so ergibt sich: 
b.d?.d4 
(4) en (3a — d). 


Ist die Grundfläche ein ganzes Ellipsensegment CBD mit parallele 
Sehne zu einer der Achsen, so ist der Inhalt des Körpers aus $ 6 (2): 


apa an Rn _ => 5 .(b-h— h.- c), oder 
V — . Z — u. => n (6° — c?), odeı 
ee: _—_ (a? — 2ad-- d’)= e- (a — Ad). 
Für a —d =; ist 
s’-b-.h 


Bar LE 


Geht die Sehne der Grundfläche von einem Scheitel der Ellipse aus 
(in der Zeichnung 5 von A), so ist der Inhalt des Zylinderhufssegments 
nach 8 6 (3): 


Kos aa oder 
b-h.d a-c c-h h R & 
a ee es) oder 
h R ab: 1. meh 
(6) aan Drei — Ze (2ad — d’)| = eE 


Für die Zylinderhufschicht, deren Grundfläche CC’ EE ist, ergibt sich 
der Inhalt aus $ 6 (4): Siehe Zeichnung 5. 


Dr h-b.d? 
ve FRE Bar an 
h-b 
2 We 
v4 Ba — a) — (® — di] 


vw ee A) (Ha (d+d) — 2 — 2dd, — di] oder 


da 2dd =®+d?— (d-d) ist 


vr e galt a) ae 3a 
Veh ea) 3 Qad-- @- 20d — da ar 
Für 22& — z c2, 
2ad, — d’ = c,” eingesetzt, gibt: 
(7) Ve 3° 4 30: + (da). 


Ist die Grundfläche der Schicht die Fläche CC’ DD‘, so ist nach 
S 6 (5) der Inhalt: 


bh 


en 15,2 — 5°); wo.0 Do 


Wenn die halbe Ellipse auf einer Seite der kleinen Achse 5 liegt, so 
ergeben sich für die Inhalte aller Körper, die in diesem Paragraphen berechnet 
sind, nach Vertauschung von a und 5 dieselben Inhaltsgleichungen. 


BERN. 55 MORE 


S 7. Die Grundfläche des Zylinderhufs ist ein Teil einer 
Hyperbelfläche. Zeichnung 6. 


Die Grundfläche ist von einem Hyperbelbogen, der zugehörigen Ordi- 
nate c und der Verlängerung d der grossen Achse begrenzt. Der Inhalt des 


Un 


Zylinderhufsegments ist, wenn Zn die Mittelschnittfläche ist: 


V en ge“ + 2.m- hu) oder oa A un ist, 
DENE s 
12r (e‘ - Am ) 
Aus der Scheitelgleichung der Hyperbel: X u 5 = Leroihtisich. 
_ 20? x? 2524, 24 
re j' P ithin ist & = ° Ei di 
y j —- „; ; mithin ist c er 
Für die mittlere Querschnittsfläche ist x = A also ist: 
De Rh 
2 — ___ TEN 
OT * 4a? 
Setzt man diese Werte ein, so erhält man: 
3 h b?. d? > 
PEN LLACANE LAN 
dl) Mn 5 az 2% (3a —-d). 


Ist die Grundfläche ein volles Segment, bei dem die Sehne vom 
Scheitel A ausgeht, so ergibt sich nach S 7 (1): 


2.h-b? d. SER 
Er RR 
2? D? d.c: ha? 
ENT ERTERR 
= a (3a db* -H d*b? — a?c?), oder, da 


ac —i2ab”d -- 5*d? ist, 


hd? b? 
2 er 


A 


Für die Zylinderhufschicht, deren Grundfläche BB’C’C ist, ist nach 
8 7 (1) der Inhalt: 


d’h-bE d,?-hy-b N: 


— es Brain ya a tt —— __ jigt- 
Wızt ER (3a —- d) er a -- d,), oder da ist: 
h.b? 
V = Ne (2a, (di? d,°] und 
h.b? x 2 
Vier u, (d— d,) [Haid + d) + 2d? + 2da, —+ 2d,°. 
Für 2dd, = d®’—+d? (d — d,)? wird: 
.b? 
= ee! a .(d— d)-[3 2ad--d?)-+-3-(2ad, + d,?) — (d—— d,)*) oder 
2. dl? ARER 21 
vo h0-ala Pr »ar) 4 sfa0> ern) 
A UV. | EM \ (d — d,)b\? 
Ba ae 19% -(d—d)- 30 IL? \ nn | ' 


Die Grundfläche ist die in der Zeichnung 6 dargestellte Fläche CC’ D’D. 
Nach der Simpsonschen Regel ist: 


2.d 
— an (c Ah. —- 2a A.) 
Für en 
a 
2d s Au , 2 ) 
De ba (c? 4- 2a?), oder, da nach der Mittelpunktsgleichung der 


Hyperbel 2 == ee (b? —- d?) ist, 


) V— in 35 - @) a. 362.0). 


Der Inhalt der Zylinderhufschicht, dessen Grundfläcke CC EE ist, 
ergibt sich aus 8 7 (4): 


Ma: 
V— ar (35° .d-+d® — 352. d, — d?), ode 
Au: a r 4 L 
var, ame ua 
Au “ 
de 1 d-d)Ber +3e 3 34? — (dl a), 
_ Ra a 3e = 36,” Eu FR a? 


NL : ERRANG 
2 ad) Br + 34? ” u 


2220, 1,8 


S 8. Die Grundfläche des Zylinderhufs ist eine Parabelfläche. 
Zeichnung 7. 
Für den Fall, dass die Grundfläche ein Parabelquadrant ist, erhält man 
nach der Simpsonschen Regel: 


Mes 2 7 4. = oder.da 2 ist, 
Me el a” —- 4m°). Nach der Scheitelgleichung der Parabel! 
De Ppziste a3 Znb und ms pb, also. ist: 
h.p-b? h-.a-b 
un 7 


Ist die Grundfläche ein Segment, dessen Sehne vom Scheitel ausgeht, 
so ist nach $8 (]): 


Ba ee —— 


2 
Für die Zylinderhufschicht ergibt sich aus $ 8 (1) der Inhalt: 


N a,b, h, B A RN: F 
Kr TIPZT NEE RR, Hder für, Auen Et ist: 
h > > m 
Mer yo: (a?b — a,?b,), oder für a? = 2pb, a,’ — 2pb, 


PER (Ball: (#? — 5°) m 6b —b,) (+ b,), oder 


h- r 3 
Be ba) Lan) 


Das Zylinderhufsegment, das durch einen zur Grundfläche senkrechten 
und mit der Parabelachse gleichlaufenden Schnitt von dem Körper 8 S (Il) 
abgeschnitten ist, hat nach 8 8 (3) den Inhalt: 


Wi 3 (b — b,) (a a,’ — a -(d — b,), oder für A, = nn 


h ä RL 2 
Ye: pn (b — b,) (a — a’) = #5 (b — b,) (2pb — 2pb,), odeı 


h.p h-a 4 

(4) V= ——— = (d --b,)’ = er: (b — 5)". 
Die Grundfläche ist die in der Zeichnung 7 dargestellte Fläche ACD. 
Der Schnitt wird vom Endpunkt einer Seite des parabolischen Zylinders nach 
der Scheiteltangente geführt. Da die Inhaltsgleichung des zur Achse gleich- 
laufenden und zur Grundfläche senkrechten Querschnitts den 2. Grad über- 


Bu ©. UNO 


steigt, so kann hier die Simpsonsche Regel nicht angewandt werden. Der 
Inhalt der Querschnittsfläche D’EF ist: 


x. h HER 
Vale 5 =", oden da, = y ist, 
Fe nn Aus der Parabelgleichung der Wert für x eingeführt, gibt: 
AO te De, en MR | 
RUFT: Ina ausıg ==2pbrtur p ar gesetzt: 
4ı.h: 
Alex ._ ; demnach ist: 
RD" a-b-.h 
5 = bad 
m N 


Der Inhalt des dreiseitigen graden Prismas mit der Grundfläche DC HF 
und der Höhe a ist: 


ON A ein 

Aus (5) und (6) ergibt sich der Satz: Ein dreiseitiges grades Prisma 
wird durch einen parabolischen Zylindermantel im Verhältnis 1:4 geteilt. 

Der nach der Scheiteltangente schief abgeschnittene parabolische Zylinder 
mit der Grundfläche ABC hat den Inhalt: 


D2a-b-h 
N) oe ae 


S 9.  Schwerpunktsbestimmungen. 


Sieht man den Zylinderhuf als ein einseitig schief abgeschnittenes gerades 
Prisma an, so ergeben sich nach den Sätzen: 

A) Der Mantel eines einseitig schief abgeschnittenen graden Prismas 
ist gleich dem Produkt aus dem Umfange des Mantels und der durch den 
Schwerpunkt des Umfangs der Grundfläche gehenden Achse des Prismas. 

B) Der Rauminhalt eines einseitig schief abgeschnittenen geraden Prismas 
ist gleich dem Produkt aus der Grundfläche und der durch ihren Schwer- 
punkt gehenden Achse, folgende allgemeine Formeln: 

a) für den Mantel M =u-m, 

b) für den Rauminhalt V = f- m, wo u der Umfang des Mantels, 
f die Grundfläche des Prismas und m die durch den Schwerpunkt des. 
Mantelumfangs bezw. der Grundfläche gehende Achse bedeuten. 

1. Schwerpunktsabstand der Halbkreislinie vom Mittelpunkt. 

Nach 87112), istıen. ma > Dr, 


RA 1 2 Yale 


Es ist n:h=x:r.wo x die Entfernung des Schwerpunktes vom 
Mittelpunkt des Grundkreises bezeichnet; der Wert für m eingesetzt, gibt: 


hx 
u» — — 2r.Ä. 
r 
Hieraus ergibt sich für u = rx: 
2r 
Kk = — 
IT 


2. Der Schwerpunktsabstand der Halbkreisfläche vom Mittelpunkt. 


Nach 1 (1) ist: f-m — 2 
h»x 2.r?2.h h rn. 
ik eg ee oder KU en ist: 
er 
WisE: 


3. Der Schwerpunktsabstand eines Kreisbogens. 
3a. Vom Mittelpunkt: 


Nach $ 2 (2) ist: B:m—=b.——h:s 
r+S 
Kerne 
b 


3b. Von einem den Kreisbogen nicht schneidenden Durchmesser: 


Nach $ 3 (2) ist: Ba en 


band YA 
re 
3c. Von der zugehörigen Sehne: 
Nach 8 2 (3) ist: b a [Suns/b (rt-a)]; 
1 Bu: 
eng: [sr —db(r-—.o)] 


4. Der Schwerpunktsabstand eines Kreissegments. 
4a. Vom Mittelpunkt: 


h»x h»s? 
N h 4 Ist: . Fe oo ıT 1 
ach S 4 (4) ist: f-m=f g Tor 
s3 
DT) 


4b,. Von einem das Segment nicht schneidenden Durchmesser: 
h.0-.5° 
dr 


Nach $ 4 (2) ist: f- en 


AN: Y MR 


4b,. Von einem durch den Eckpunkt A des Segments gehenden 


Durchmesser: 


Nach $ 4 (3) ist: f- .. 2 
BL 
ar: 


4c. Von der Sehne des Segments. 


Nach 8 2 (4) ist: f- un & : Ki G — 12) be r(r — a 


5. Schwerpunktsabstand eines halben Segments von der Pfeilhöhe: 
Nach $ 4 (la) und (1b) ist: 
Er, Ana, -3r -) = HARA (3a? + 0°);. 


= Or L2R 
era Bee 
I 7 3 


wo o die Pfeilhöhe und a die halbe Sehne bezeichnen. 

6. Schwerpunktsabstand eines Kreisabschnittes, der von zwei parallelen 
Sehnen und den zwischen ihnen liegenden Kreisbögen begrenzt ist. 

6a. Vom Mittelpunkt: 


$ h- h 
Nach $5 (3) ist: f- —— SEN (3 — 9); 
I. 
N: 12 f. 


6b. Von einem den Abschnitt nicht schneidenden Durchmesser: 
h-y ho 
h : a Re 1 See 
Nach $ 5 (2) ist: f ; mn (s,? — S?); 
ANLON, Tl el 
Ne ee 
7. Schwerpunktsabstand eines halben Kreisabschnittes, der von zwei 
halben parallelen Sehnen, dem zwischen ihnen liegenden Kreisbogen und der 
Pfeilhöhe begrenzt ist. 


Nach 8 5 (1) ist, wenn y der Schwerpunktsabstand von der Pfeilhöhe ist: 


NED RENEE: wer I Ba: + 36° 4 (0 — 0)?]; 


y— er [30° + 35° + (0 — 0)2], 0, — o ist der Ab- 


stand der parallelen Sehnen von einander. 


Aut.) Ay Papua 


8. Schwerpunktsabstand eines Kreissektors. 
Sa. Vom Mittelpunkt: 


NEN it pa een 
r 3 
r2s B. Y 
37 oder für eg: 
ge 
VRR 
8b. Von einem ausserhalb des Sektors liegenden Radius. 
Nach 83 (1) ist: f- ang 


sol 2ro 
ap Wen 
Sc. Von einem Begrenzungsradius. 
In diesem Falle ist 270 —= s? (Sehne); also ist nach 8b: 


s2 
Ve 35 
| 9. Schwerpunktsabstand für die auf einer Seite der Achse a liegende 
halbe Ellipse vom Mittelpunkt. 


Nach 8 6 (1) ist: f- —— = ar cr bh; 
=. are Desp= als! 
2. 
4: 
TE 


10. Schwerpunktsabstände eines Parabelquadranten. 
1. Schwerpunktsabstand von der Hauptachse. 


Nach ss (I) Mir: -— Er 


2 
x«—® I >, oder da = = ab ist, 
3 


x an 4 


2. Schwerpunktsabstand von der Scheiteltangente. 


Nach 8 8 (7) ist: ee _— 


RIRL, 
22 


RT 
$ 10. Bestimmung des Rauminhalts und der Oberfläche von Umdrehungskörpern 
mit Hilfe der Guldinschen Regel. 
Nach der Guldinschen Regel ist der Rauminhalt 


Verf. 2.80% 
und die Oberfläche 
OT We 2X» 8, 


wo f die Fläche, z der Umfang der Fläche und x der Schwerpunktsabstand 
der Fläche beziehungsweise des Umfanges von der Umdrehungsachse ist. 


1. Die Kugel. 
a) Kugeloberfläche: Nach 89 (1) ist: O=rn -2- a .n—A4rn. 


r? nt Ar 4 
2 3 


b) Kugelinhalt: Nach 89 (2) ist: V— 


| 
a 
| 
| 
% 
a 


c) Kalotte (Zone): Nach 89 (3b) ist: O=5.- 21 


oder. türro = ANNO OFEN: 


d) Kugelsegment: 
h?(3r —h) a h?n 


Nach 89 (5) ist: V=f-2 6f ei. 
vo 2 Bet. ne 
e) Kugelschicht: 
Nach 89 (7) ist: V=f-2 jo Oar+36°41) 7 (30°+30°-4M9) 


f) Kugelsektor: Nach 89 (8c) ist: V—= 3 2 Sp = 
$ & s.h s2.h 
g) Kugelring: Nach 89 (4b,) ist: V=f-2- en 7, 
12 f 6 
s\3 
fur. 4 — s.isl: v-°..—:0 


Der Rauminhalt und die Mantelfläche eines Körpers, der durch Um- 
drehung eines Kreissegments um seine Sehne entsteht, werden nach $ 9 (4c) 
und (3c) bestimmt. Es ist also: 


V=f- a le 5): real .n 


M=b.2 [sr —b(r—a)] m. 


ZIRTORS 


Durch Drehung eines halben Segments um die halbe Sehne entsteht 
die Kuppel eines Klostergewölbes. 


h) Kuppelinhalt: v—, . s- | 2 — 1) - db: r(r—o)\. 
i) Kuppelmantl: M—=n-[s-r— b(a—n). 
2. Das Umdrehungsellipsoid. 


a-bn 4b Es 
i . ist: — . .— oo. ne 27. 
a) Rauminhalt: Nach $ 9 (9) ist: V 5 2 a a, ab?!r 
Bei Drehung um die Achse 2 ist: v5 2b».n. 
b) Segment: Nach 86 (4) und 89 ist: 
hx b-.dh 
7 = 45 8a — d), 
b? d? 
Ki ERBE (3a — d); mithin ist: 
n.b?d? 
u — RESTE (3a — d), wo d die Höhe bezeichnet. 
c) Schicht: Nach $ 6 (7) ist: 
hx h(d—d,) b? } 
EN a Br 3* Sue aa rat) 
d—d 


“= 


SEHEN Be +30: +5 @- a):| 


2 
= = 130 + 30?-+ 5 | wo die Höhe d— d, =hÄ ist. 
d) Ring mit zur Achse a paralleler Sehne: Nach 8 6 (5) ist: 


hx s®b-h 
Ikarsr 12a? ’ 
3A? 
x en mithin ist: 
RE 
rg a. Für 5b=a erhält man den Inhalt 


für den Kugelring ($ 10, 1g). 
e) Sektor, entstanden durch Umdrehung einer Sektorfläche um ihren Be- 
grenzungshalbmesser a (grosse Achse). Nach $ 6 (3) ist: 


Rnsbsh.d 
Be rn 
4 NN RER 
Sen 3.f mithin ist: 
24, wo d die Pfeilhöhe bezeichnet. 


e 


SD 


3. Das Umdrehungshyperboloid. 
Das zweischalige Umdrehungshyperboloid. 
a) Segment: Nach 87 (1) ist: 
2 ah be 


I 
attı.b3 ich 
nl N ,Ga+a), mithin ist: 
Vi, für d— h gesetzt ist. 
1: N el a-+-h), wo für gesetzt is 
b) Schicht: Nach 8 7 (3) ist: 

h»x en: (d — d,)? b? 

VER URELINENE  yyR 2 LP Ss TS et 

1,44) | +30 en 
= 44-0) 3 + a 2° folglich für d- d—=#h, 


vn lets 5 ne 


Das einschalige Umdrehungshyperboloid. 
c) Segment: Wenn das Hyperbelsegment mit der Sehne 2d um die.y Achse 
rotiert, so ist nach 87 (4): 


ee ap Lo, 
— 55-565° +), mithin 
Von: 2 80409, 
d) Schicht: "Nach 87 (5), ist: 
ana Be Her aa ze 
Dr 3430; — (d—d)’- Al 


mithin für. d— d, —= A ist: 


h Bu 
Veen: 6 Be+30 | 


“ 4. Das Umdrehungsparaboloid. 
‚a) Segment: Nach $9 (10,1) ist: 
2 I a?-b 


Ver On er une 


PRAG a 
b) Schicht: Nach $ 8 (3) ist: 


Ne h h 
eng 


0 —b,) (a -+a?) 
= 7 46-)) (@-+ 1); für die Höhe b — bi — 


gesetzt, ergibt: v-ı (a?-+-a,?), oder für IM (Mittelfläche): 
V=M-h. 
c) Der Rotationskörper, der durch Umdrehung eines Parabelquadranten um 
die Scheiteltangente entsteht, hat nach $ 9 (10,2) den Inhalt: 
Vr— = as DATE, 


d) Kuppel. Rotiert ein Parabelquadrant um die halbe Sehne, so entsteht eine 
parabolische Kuppel. Der Abstand des Schwerpunktes von der Sehne ist 


Dach 2) 72 -b Der Inhalt der Kuppel ist demnach: 


Verben oder dafs ab ist: 
8 D) 
eV .'IT. 


S 11. Ausmessung von Körpern mit Hilfe der Zylinderhufs-Inhaltsgleichungen. 
Durchdringungen von gleichen geraden Zylindern. (Zeichnung 8.) 


1. Bei Durchdringung zweier geraden, gleichseitigen Zylinder mit gleichen 
Durchmessern und einander senkrecht schneidenden Achsen werden aus jedem 
Zylinder zwei Doppelzylinderhufe oder vier Zylinderhufe von halbkreisförmiger 
Grundfläche und der Höhe A — r ausgeschnitten. Der Rauminhalt dieses 
Durchdringungskörpers ist nach $ I (1): 


4 4 
(a) V=2rn.2r —4 Sarlk Mar [r nm. 5) 


Die Oberfläche setzt sich aus vier Kreisen und den Zylindermantel- 
flächen, von welchen die Mantelflächen der ausgeschnittenen Doppelzylinder- 
hufe abzuziehen sind, zusammen. Die Gesamtoberfläche ist demnach nach $ 1 (2): 


b) O=4ra + 2.4ra — lHr —4r (In — 4) 


Die krumme Mantelfläche dieses Durchdringungskörpers ist: 


() M=2-.4rn — 16? —8r (n —2). 


NWAHREr 


2. Das Kreuzgewölbe über quadratischem Grundriss. 

Halbiert man den Körper $ 11, 1. durch den zu einer Zylindärachee 
senkrechten Schnitt, so stellen die Hälften quadratische Kreuzgewölbe dar. 
Der Rauminhalt ist: 


a) mV 27 [7 3) 


Die krumme Mantelfläche, die Leibungsfläche ist: 
bb) L=4r (n — 2). 


3. Die Gewölbewange ABCD (Zeichnung 9). 

Die Durchdringung von zwei Halbzylindern ergibt also nach $ 11, 2. 
ein quadratisches Kreuzgewölbe; hierbei fallen vier gleiche Zylinderteile ab, 
die Wangen genannt werden. Zwei halbe Wangen bilden durch Zusammen- 
setzung mit den kongruenten Dreiecksfläcken AADE = AEDB einen 
Zylinderhuf mit halbkreisförmiger Grundfläche. 

Der Rauminhalt ist demnach, da A = r ist: 


2 
(a) V zn 


die Leibungsfläche ist: (b)) L=2,r?, 

Die vier gleichen Teile, welche das Kreuzgewölbe bilden, heissen 
Gewölbekappen. 

4. Das Klostergewölbe über quadratischem Grundriss. (Zeichnung 9.) 

Die bei der Durchdringung von zwei Halbzylindern abgefallenen vier 
Wangen geben zusammengesetzt ein quadratisches Klostergewölbe. 


(a) Rauminhalt: V—=4.- : Pr s r, oder 


3 
Vi e wo / die Seite des Quadrats bezeichnet. 


(b) Leibungstläche, 2.4 2p7= 8.7 3 


5. Das Klostergewölbe über gleichseitigem Vieleck. 

Das über einem gleichseitigen N-Eck errichtete Klostergewölbe, bei 
welchem die Mittellinien Halbkreisbögen sind, besteht aus z Wangen. Jede 
Wange hat den Inhalt: / —= . : und die krumme Mantelflächke M==r-/, 
wo r der Radius des einbeschriebenen Kreises und / die Seite des N-Ecks 


bezeichnet. Es ist demnach: 


.p2. 0 

() Rauminhalt:  V— SER EN z u 
2n-r® 180° 
Vv- En tang a 


180° 


(b) Leibungsfläcke: L=n-r-1!=2nr? tang 


SR N Da 


Aus $ 11, 4(b) und 5b) folgt der Satz: 

Die Leibungsfläche eines Klostergewölbes ist doppelt so gross als die 
überwölbte Grundfläche. 

Ferner ergibt sich aus 2a und 4a, 2b und 4b der Satz: 

Die Rauminhalte und Leibungsflächen eines Kreuz- und Klostergewölbes 
über gleichem quadratischen Grundriss bilden zusammen den Rauminhalt 
bezw. den Mantel eines geraden gleichseitigen Zylinders. 

Dies lässt sich leicht durch Zerschneiden eines Korks zeigen. 

6. Das Kreuzgewölbe über gleichseitigem Vieleck. 

Bei der Berechnung von Kreuzgewölben mit Halbkreisbögen über einem 
gleichseitigen N-Eck handelt es sich um z Halbzylinder und nz Wangen. 
Der Halbzylinder hat den Inhalt: 

Ve oder Van. 
der Inhalt der Wange ist: 
een... 
die Mantelfläche des Halbzylinders ist: 
M=rag=5n:0 
die Leibungsfläche der Wange ist: 


M, == 27° 0 == liu.0,' WO r—5 die halbe Seite und o 


der Radius des einbeschriebenen Kreises vom N-Eck bezeichnen. Die Inhalts- 
formeln für das regelmässige vieleckige Kreuzgewölbe sind: 


rn: 2. 2, 
(a) Rauminhat: V= UV — = — See in € (3r—4) 
0 
oder für o = ir a und tun eo 
2 n “ 
n «1? 180° 
SE (3x — 4) rk 
(b) Leibungsfläcke: L=M, — M; =nrn:-o — 2nre—=nre (an — 2) 
[% 180° 
piereln nn: 7 ot — m — 2). 


7. Das Klostergewölbe mit flachen Segmentbögen. 
Bei diesem besteht die Wange aus zwei gleichen Zylinderhufsegmenten. 
Die Inhaltsformeln für diese Wange ergeben sich aus $ 4 (la) und $3 (2): 


ho? 


ST 3% 


(3r—o) und M=2h-o, 


RUND AU ER 


oder da kh = ai ist, 
20 


l-0o? r-l-.o 
. 6 


‚ wo Z die Seite, o der 


Radius des einbeschriebenen Kreises, o die Höhe des Gewölbes und 7 der 
Radius der Wölblinie bezeichnen. Für ein derartiges regelmässiges vieleckiges 
Klostergewölbe sind demnach die Inhaltsgleichungen: 


(a) Rauminhalt: ar . (3r— o), 
(b) Leibungsfläche: Z — DE ag 


Wendet man die Gleichung $ 4 (lb) an und setzt für DB=o, so 
erhält man als Rauminhaltsformel: 


-- ® (30 2 + 0°). 

8. Das Kreuzkappengewölbe. 

Durchdringen einander zwei kongruente grade Zylinder mit einem flachen 
Kreissegment als Grundfläche achsialsenkrecht, so stellt der Durchdringungs- 
körper ein quadratisches Kreuzkappengewölbe dar. Der Rauminhalt ist gleich 
den beiden Zylindern vermindert um acht gleiche Zylinderhufsegmente 
(halbe Wangen). 


(a) Rauminhalt: V— 2.f-1 — 


(c) Ve 


. 


’), 
oder darhier 20% ist, 


40? 20 
3 Br—o) —=2-.f-l — 3 (307-6 0°). 


(b) Leibungsfläche: Z — 2b1l--:87. o, wo f die Segmentfläche, b der Bogen, 
o die Pfeilhöhe und 7 der Zylinderradius bezeichnen. | 
Für das n-seitige Kreuzkappengewölbe erhält man die Formeln: 
(c) Rauminhalt: 


Ven.f.-o—2n- I gr o)—n- -f- 020 7523 5) + | 


a 


hier ist ie , 
r I 


dies eingesetzt, gibt: 


Vans dns te| 


An-r-.0-o 
a 

Bisher waren die Stirnbögen der Kreuzgewölbe Kreislinien (Halbkreis- 
linien oder Segmentbögen), ebenso kann man die Rauminhalte der Kreuz- 
gewölbe, deren Stirnbögen Kegelschnittlinien sind, ermitteln. 


(d) Leibungsfläche: L—= n-B- 0 — 2nho—nb.o — 


RE 


9. Kuppeldächer. 

Viele Kuppeldächer. haben die Gestalt der Klostergewölbe, deren Raum- 
inhalts- und Leibungsflächen - Gleichungen auch hier gelten. Oben waren 
diese für Gewölbe mit kreisförmigen Mittellinien (Lehrbögen) entwickelt worden; 
jetzt soll an einem Beispiel die Inhaltsformel für solche, deren Diagonalbögen 
(Gratbögen) Kreislinien sind, aufgestellt werden. 


(1.) Beispiel: Sämtlichen Parallelkreisen einer Halbkugel mit dem 
Radius 7 sind ähnliche regelmässige Vielecke derart einbeschrieben, dass die 
Seiten einander parallel sind. Wie gross ist der Kubikinhalt des von der 
erzeugten Oberfläche eingeschlossenen Raumes? 

Lösung: Man lege durch die Kuppel in halber Höhe eine zum Grund- 
kreise parallele Schnittebene und berechne den Inhalt nach der Simpsonschen 
Formel: (Zeichnung 10) 


r (nl. 
v=;| or 2nd, c) 


G ® 180° 0 
a Als==27e N und 0, =n,0s ——,L =2n en ist: 
n n n n 


R 1 
Bürto==rcos 


0 0 
Va Pr sin ll art sin 2 
12 
BER 
UBS r7Z; 4 4 ’ 
ö 360° 
ihrer! 
6) n 


Auch hier ist die einzelne Wange inhaltsgleich einem schiefen Zylinder- 
huf von halbkreisförmiger Grundfläche. Dieser entsteht aus einem Zylinder, 
90° 
TP% (n — 2) hat 
und mit der Schnittfläche einen Winkel von 90° bildet. Der Inhalt des 
schiefen Zylinderhufes ist: 


deren Seite mit der Grundfläche den Neigungswinkel «a —= 


v5 lo+4:5-.e+0)=ztern also ist der In- 


halt der Kuppel: V = & nl. o»r, wo / die Seite, o der Radius des ein- 


beschriebenen und 7 der Radius des umschriebenen Kreises vom N-Eck ist. 


(2.) Aufgabe: Der Telegraphenturm in Kottbus ist mit einer spitz- 
bögigen Klosterkuppel über quadratischer Grundfläche abgedeckt. Die Lehr- 
bögen sind Kreissegmentbögen. Wie gross ist die Mantelfläche und der von 
ihr und der Grundfläche eingeschlossene Raum, wenn die Seite 2a des 


Quadrats, der Radius x des Bogens und die Höhe 5 gegeben sind? Siehe 
Zeichnung 11. 


N 2 ll 


Lösung: Jede halbe Seitenfläche ist gleich der halben Mantelfläche 
eines Zylinderhufs, dessen Grundfläche ein Segment ist. Der Inhalt einer 
Seitenfläche ist nach $ 2 (3): 


M= 4 [sr— b(r—.a)]; hier ist Aa, also ist der Inhalt 


der Mantelfläche der Turmkuppel: 
F—=4l[s-r— b(r—a)). 
Nach 8 2 (4) ist der Rauminhalt: 


Su BEN a ar ll 
v_2|slr 2) b»r(r | 


(3.) Ist ein Turm mit geschweiften Dächern, dessen Mittellinien Hyperbel- 
bögen sind, abgedeckt, so kann der Rauminhalt nach $ 7 (4) berechnet 
werden (Zeichnung 12a). Für ein solches Turmdach mit quadratischer 
Grundfläche erhält man: 

= Nu a 
V = —— (+ 2a?); oder wenn man für 21, —=20a=s 
und’2L =, \ Seizt, 
a Hier bezeichnen d die Höhe des 


Daches, s und s, die Seiten der Grundflächen. 

(4.) Eine häufig vorkommende Form geschweifter Turmdächer ist in 
der Zeichnung 12b dargestellt. 

Berechnung des Rauminhalts: Der vierte Teil des Raumes mit der 
Grundfläche ABC wird berechnet aus dem Unterschiede eines rechteckigen 
Prismas mit den Ausmaßen 2a:a:r, aus welchem ein Viertelzylinder mit 
dem Radius r und der Höhe 2a ausgekehlt ist, und eines rechtwinklig drei- 
eckigen Prismas mit den Ausmaßen @a:a:2r, aus dem ein Zylinderhuf mit 
kreisförmiger Grundfläche mit dem Radius r und der Höhe 7 ausgeschnitten 


2 
ist. Man erhält: a 275) 


en a 


Der Inhalt des vom ganzen Turmdache begrenzten Raumes ist: 
V— sr (6a? + 4r? — 3a-r-n). 


Berechnung der Mantelfläche: Es ist: 

rn -2a 

Mujeizee 

Die Mantelfläche ist inhaltsgleich dem Mantel eines Vollzylinders vom 

Radius 7 und der Höhe 2a vermindert um den vierfachen Mantel eines Zylinder- 
hufs mit kreisförmiger Grundfläche vom Radius > und der Höhe h = r. 


== 2) — 4r(an — 2r). 


Il. Die Kugel. 


(Zeichnung 13.) 
51) 

Die Zeichnung stellt den Achsenschnitt einer halben Hohlkugel dar. 
A’B und A” B” sind Parallelschnitte zum Grundflächenschnitt AB. Nach 
dem Pythagoras ist: 

R=AM?-+ MM? 
r— EM? + MM® 
R®—- r—=AM?— CM’? oder 
a -(R—r) = (AM?— CM®).n; d. h. der Parallel- 
schnitt zur Grundfläche der halben Hohlkugel ist ebenso gross wie die Grund- 
fläche. Dies gilt für jeden Parallelschnitt zwischen der Grundfläche und der 
zu ihr parallelen Berührungsebene A” B” der kleineren Hohlkugel. 

Errichtet man über AC das Rechteck ACEF und lässt dieses um die 
Achse M M’ rotieren, so entsteht ein Hohlzylinder, von welchem jeder Parallel- 
schnitt zur Grundfläche ebenfalls gleich (R? — r?) »- rn ist. Nach dem Satz 
‚des Cavalieri müssen nun diese zwischen zwei parallelen Endflächen liegenden 
Körper raumgleich sein. Mithin erhält man den Satz: 

Eine Hohlkugelschicht ist gleich einem Hohlzylinder von gleicher Grund- 
fläche und Höhe. 

Der Inhalt der Hohlkugelschicht ist demnach: 


V=(R—-r).n-h 


Dieser Satz ermöglicht eine einfache Ableitung sämtlicher Formeln für 
die Kugel. 


l. Die Oberfläche der Kugel. 


Ist die Hohlkugelschichtschale sehr dünn, wie z.B AABBGGIT, 
so lässt sich dieselbe in sehr kleine schmale Prismen zerlegen, deren Grund- 
flächen zusammen den äusseren Mantel der Hohlkugelschicht ausmachen und 
deren Höhe gleich der Differenz der Radien (R— r) ist. Je näher die Hohl- 
kugelschicht dem grössten Kugelkreise liegt und je dünner die Schale ist, 
desto genauer wird die Zerlegung in Prismen sein. 


*) Siehe Aufsatz: „Die Berechnung der Kugel und ihrer Teile“ in der Zeitschr. 
für math. und naturw. Unterricht 1902. 


Ze Wi 
Bezeichnet man die Grundflächen der Prismen mit 9, &, 85, **-, SO ist: 
@G+2+8+°)R-=0OR—=(R—r).a-h; 
O=(R-+n-a-h; 
demnach ergibt sich für den Mantel der Kugelschicht, wenn —=R wird, 


9 - DREIER 
Wird der äussere Kreis einer Endfläche der Hohlkugelschicht sehr klein, 
also Null, so stellt OO Rah 


die Formel für die Kalotte dar. 
Für A—=R erhält man die Formel für die Oberfläche. der Halbkugel; 
demnach ist die Oberfläche der Kugel: 
O —AR®Z. 


Aus den Oberflächen lassen sich nun in bekannter Weise die Inhalte 
für die Kugel und den Kugelsektor berechnen. 


2. Das Kugelsegment. 


Das Kugelsegment ist gleich der halben Hohlkugel weniger der Hohl- 
kugelschicht AA” BB’CM’D; also es ist, wenn A die Höhe des Kugel- 


segments ist: 94 

Mes (R®—r) Een (R’—r) a u 7 
h ah L 
für R—r=h gesetzt und Be herausgenommen, gibt: 


ah 
EI or nn 2r#? —- 3R-r 39. 
Fürz—=R—ı ist: 


sh? 
3 


Setzt man für 2Rh=5b?—+. 4° ein in 


Gl V= 


(3R—h). 


ee _ (3’- 2 Rh — 24°), 
so erhält man: 


ah ee 
(b) A a aa nr 


3. Die Kugelschicht. 


Die Kugelschicht 4’A”B’B” setzt sich zusammen aus dem Kugelsegment 
CM” D’ und der Hohikugelschicht A’A”B’B’ CM’ D’ mit der Höhe #; also: 


v-# Be+my + R—n):n:h; 


Era 


Ba E27 SOON 
für R® — ? —D? ist: 


V— en 3.2 65° +99. 


— 5? ist, so erhält man für 3c? = 3a? — 30°: 


V— _ (3a? + 362 + #2). 


Da nun 0? — & 


S 2. Berechnung der Rauminhalte der Kugel, des Umdrehungsellipsoids und 
des zweischaligen Umdrehungshyperboloids durch Restkörper. (Zeichnung 14.) 


1. Die Kugel. 


AA’BB stellt den Achsenschnitt eines Zylinders und BMB den 
Achsenschnitt eines Kegels dar. Der Achsenschnitt des Restkörpers / von 
Zylinder und Kegel ist AMBA’MB. Ferner ist der Halbkreis über A A’ 
der Achsenschnitt einer Halbkugel und der Kreisausschnitt CMC’ der Achsen- 
schnitt eines Kugelausschnittes. AMCA’MC’ ist der Achsenschnitt des Rest- 
körpers /, von Halbkugel und Kugelausschnit. Der Parallelschnitt DD’ 
schneidet die beiden Restkörper in den Kreisringflächen, die durch DFFD' 
und 2GGE’ dargestellt sind. 

Der Inhalt der Kreisringflächke DFF’D’ ist: 


F=(DM? — FM’) .nr, oder da 


212 
DM? a? und Fm= ist: 


Ferner ist der Inhalt der Kreisringflächke EG GE: 
EM EZEMTBMR) TE ER UT, 


EM?— a? — y2, GM? — a 
ee en  R 2—elg? a b? 
J p2 7 AS y b? ) 
a? 
2 — nn? ar 2 
(a) a er 


Die Querschnitte Fund 7, sind also einander inhaltsgleich, und da 
dies für jede Höhe der Fall ist, so haben die Restkörper’ 7 und I, nach dem. 
Cavalierischen Prinzip gleichen Inhalt. ge 2 | 


Es it: b) LK =a:bn — a’n =: Sa:br 


KORReT % 


Für 5 = a stellt der Restkörper /, die Halbkugel selbst dar. Der Inhalt 
der ganzen Kugel ist demnach: 

IN VI - ad. 

Nun ist Kugelausschnitt —= Halbkugel — Restkörper /,, also ist der 
Rauminhalt des Kugelausschnitts: 

2 2 2 2 
= Od album gehen erh 
(d) Vs za®b aa ER (a —b) zan.h 
2. Das Umdrehungsellipsoid. 

Die Gleichung (a) ist die Mittelpunktsgleichung einer Ellipse. Daraus 
folgt, dass die Querschnittsfläche F, (oder 7) dem in gleicher Höhe zur Um- 
drehungsachse 5 senkrecht geführten Querschnitt eines Umdrehungsellipsoids 
gleich ist. Nach dem Cavalieri ist /, (oder /) der Rauminhalt eines halben 
Umdrehungsellipsoids; mithin ist für das Umdrehungsellipsoid der Rauminhalt: 


RN ab .n. 
3 
Die Schicht eines Umdrehungsellipsoids ist inhaltsgleich der Kugel- 
schicht 2 (37,? + 37? -+ h?) minus Kegelstumpf = (02,?— 05?-+ 00,), also 
EB year + 3nr+ Mt 29° — 29° — 20,0). 


2 


b 
Aus (& — 9)? = 4? -7 Q? — 2010 — A’; folgt 


2 ‚2 2 
20, % = a? 9%? — #h? 2 und da A? -+- A? s — . h? ist, 


so wird: Be a? 
v= = ?—09)-+3 (rn? — 09) -+ 2 n oder 


für n„2— 0?=r und 3? — 98° o?, wo r und e die Radien der End- 
flächen sind, 


HR 
(b) SER 3r + 30 4%. n . 
6 b? 
Für das Segment ist entweder = 0 oder oe = 0; also 


2 
() V= = (ar IR 5) 


b2(b—h)® a? 
Pen g!=a— (bh ——a— (bh 
a? a? 
= :25.h-- Mi 
rı h?. 0° 


une 4 NAAR 


3. Das Umdrehungshyperboloid. 


QBQ@B und BPB P’ stellen Achsenschnitte eines Kegelstumpfes bezw. 
eines Zylinders und QBPQ@B P’ den Achsenschnitt des Restkörpers / vom 
Kegelstumpf und Zylinder dar. Der Achsenschnitt des Restkörpers /’ vom 
Kegel und Kugelausschnitt ist 2, CO P\’C’. Der Parallelschnitt 77 77° schneidet 
die Restkörper / und 7’ in den Kreisringfläcken 7KHK und LNLN. 

Der Inhalt der Kreisringfläche 7X FH’ K’ ist: 


b? b? 
RIM 0: 
(1) 2 — a? oder 
22 
ee Dr ai) 7t 


Für die Kreisringflächke NZ N’ erhält man: 
F, = (LM„? Fe NM,? JT, 


uUB by? 
DE 

EM 42 [ 

NM,’ = a? — y? 


b’?y2 a?y? 
= 4-0) 2=(-0).n 


Da die Querschnittsflächen einander gleich sind, so sind auch die Rest- 
körper / und /’ raumgleich. Es ergibt sich der Satz: 

Die Restkörper von Kegelstumpf und Zylinder und von Kegelstumpf 
und Kugelabschnitt sind raumgleich, wenn der Zylinderradius gleich dem 
Kugelradius ist und die Restkörper von gleicher Höhe so gelegt werden 
können, dass die Verlängerungen der Kegelstumpfseiten durch den Kugel- 
mittelpunkt gehen. 

Die Gleichung (1) ist die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel, mithin 
sind die Restkörper auch raumgleich dem Segment eines zweischaligen Um- 
drehungshyperboloids. 

Die Schicht ist raumgleich einem Kegelstumpf minus Kugelschicht. 


ee "200° —- 20, 0, -+ 20,°) ee + 35,? + AP). 


(2 


’2 
Aus (0, — 0,)? = h? und 25,9, = o?-+ 5? — = : h? folgt: 


— 32 — 


i .- 4 a h a? 
v="2 3 @-5,9 +35) — 5a: A| oder 
" . 2 
(a) Don 3 + 35° 5 #) 
Für das Segkient ist s = o, also 
h-z In) RE UN 


__(b-+Hh)?-a®—a?b?  2hba?-H ah? . 


FÜr 02 2.0,2,6,2 Pe Pe ist 
Marge 
(c) Manz m; Bor h. 
212 
Für die Hyperbelgleichung x? PL r —- a? gehen die Gleichungen (a) 


und (c) über in die Gleichungen 3b und 3a von IS 10. 


Aus (2) und (3) ergibt sich der Satz 1: 

Eine Kugel bildet mit den geraden Scheitelkegeln, deren Scheitelpunkt 
im Mittelpunkt der Kugel liegt, Restkörper, welche raumgleich sind einem 
Umdrehungsellipsoid und den beiden Segmenten des mit diesem koaxialen 
zweischaligen Umdrehungshyperboloids. 


Satz II. Eine Kugel und eine diese durchsetzender und mit den Grund- 
flächen berührender koaxialer Kegelstumpf bilden Restkörper, die einem Um- 
drehungsellipsoid und den Segmenten des mit diesem gleichachsigen zwei- 
schaligen Umdrehungshyperboloids raumgleich sind. 

Die Achsen des Umdrehungshyperboloids sind die gleichen wie die 
Achsen des Ellipsoids, nur sind sie miteinander vertauscht. 

Die Zeichnung 15 stellt den halben Achsenschnitt der beiden Körper 
dar. Der Schnittpunkt des Lotes m vom Mittelpunkt der Sehne auf den Um- 
adrehungsdurchmesser ist der Anfangspunkt der Koordinaten. Die halbe Sehne 
ist mit a und ihre Projektion auf den Durchmesser mit 5 bezeichnet. Der 
Inhalt des zum Segment gehörigen Ringkörpers ist raumgleich einem Ellipsoid, 
dessen Inhalt nach I8 10, Ig ist: 


V=Sarba 


Man errichte auf dem Durchmesser eine Senkrechte, die die Seite des 
Kegelstumpfs ausserhalb des Achsenschnittkreises schneidet, und bezeichne 
die Koordinaten des Schnittpunktes mit x, y und diese des Kreisschnitt- 
punktes mit x,y: Bei der Umdrehung bildet die Strecke x, — x, den Kreis- 
ring (2. 9°) - a. | 


ER ER 
Man setze x? = x,? — %}, 
. 2 
x" —=(m— z)’ oder da z ——_ SL (m ni: er \ 
sr — (y-+p)% 


m 


PER EEE EERRRN 


l 


2 2 
mr tg? El, y?, oder da 


2 
K = 


p?- m? = 0? und =; ist 


a? 2 
a ae) ED ea a nist 


I 
b? 


Dies ist die Gleichung einer Hyperbel mit den Achsen 5 und a. Daraus 
folgt, dass der Restkörper aus dem Kegelstumpf und dem Kugelsegment nach 
dem Satz des Cavalieri raumgleich dem Segment eines zweischaligen Um- 
drehungshyperboloids ist. 

Für den Fall, dass Kugel und Zylinder einander durchdringen, wird a =D. 
Aus dem Ellipsoid wird eine Kugel und aus dem ungleichseitigen Hyperboloid 
ein gleichseitiges. 


S 3. Das einschalige Umdrehungshyperboloid. 

Satz III. Der Restkörper der Kugel und eines sie umgebenden und 
mit den Grundflächen berührenden koaxialen Kegelstumpfs ist raumgleich 
dem Segment eines einschaligen Umdrehungshyperboloids. 

Die Zeichnung 16 stellt den Achsenschnitt der Körper dar. Der Schnitt- 
punkt des Lotes o vom Kugelmittelpunkt auf die Seite des Kegelstumpis hat 
die Koordinaten x = m, y = 0, und der Schnittpunkt der Tangente mit der 
Seite die Koordinaten z, R+ p; wo R der Radius der Kugel und p der 
Abstand des Mittelpunktes vom Anfangspunkt der Koordinaten bezeichnen. 
Eine beliebige Senkrechte zum Umdrehungsdurchmesser schneidet die Seite 
in %,,y und den Kreis in x,,y. Die übrigen Bezeichnungen entnehme man 
aus der Abbildung. 

Man’ setze: 2 — u? — x”, 


% — (m--z)?, oder, da z —= E Sb ve e7 +m)* 


een ee 
e= (2) Hy +®m-R+y— nr +») 
ON az ER 


m? 


0} a 
m“ | p? 02,02 —R — a°, an p’ 
a? 
a2 
x a au J bp? 


Dies ist die Gleichung einer Hyperbel. Der Restkörper ist demnach 
gleich dem Segment eines einschaligen Umdrehungshyperboloids. 
Die Schicht ist raumgleich einem Kegelstumpf minus Kugelschicht. 


hr 2 9 
Vv= rar (20° 20, % + 29° — 3n? — 35n° — MR), 
0) | hg 
29 =a’t+a’—- a - de -’t#=r=n.W, 
hn 
Mn ic (4? — rn) +3(9?— Rn) — Pe oder 


(a) v-% 9 + 302 — si ") 


Für das Segment (von der x-Achse gerechnet) ist 0? —= m? — * — a®, 


2 
PEN DRS ar . h?; dies eingesetzt, gibt: 


By (ie +25 2) = 7% Be +29, 


Für a = ergeben sich aus (a) und (b) die Rauminhalte für die Schicht 
und das Segment eines einschaligen gleichseitigen Umdrehungshyperboloids. 
Daraus folgt der Satz: 

Der Restkörper der Kugel und eines diese umgebenden und mit den 
Grundflächen berührenden koaxialen Zylinders ist raumgleich dem Segment 
eines einschaligen gleichseitigen Umdrehungshyperboloids. | 


S 4. Das Umdrehungsparaboloid. 


Satz IV. Der Restkörper eines Kugelsegments und einer Kugel, deren 
Durchmesser gleich der Höhe des Segments ist, ist raumgleich einem Um- 
drehungsparaboloid. Zeichnung 17. 

Man zeichne den Höhenschnitt und den zur Höhe senkrechten Schnitt, 
dieser ist „2 - am = (y}? — J3?) » nr. Der Anfangspunkt der Koordinaten ist 
der Scheitel des Segments. 


Es ist: „? = R?— (R— x? 
y’=r—(r— x)? 
„”?=2(R—n-x. 


Dies ist die Scheitelgleichung einer Parabel, deren Parameter R — 7 ist. 


EN 


Der Inhalt des Segments eines Umdrehungsparaboloids ist: 


h-zı h’r a?rsch 
Ro 2 ER { 
V= 5 (3a — h?) 6 5 


für =2(R—nh=2p-h ist 
(a) N 
Der Inhalt einer Schicht ist: 


Vv-"° @5°+35? +1) — Bo? +30? + m), 


vlt gr) +3r— a)l 


(by 2 (5? + 02). 


S 5. Schwerpunktsbestimmungen von Umdrehungskörpern. 

Die Berechnung geschieht mit Hilfe folgender Sätze: 

a) Das statische Moment des gesamten Körpers ist gleich der Summe 
der statischen Momenten aller Körperteile. 

b) Stimmen die Querschnitte zweier Körper im Sinne des Cavalierischen 
Prinzips überein, so liegen ihre Schwerpunkte in derselben Höhe. 
(Siehe Holzmüller, Ingenieur-Mathematik, 1. Teil, S. 237.) 

Hierbei werden benutzt die Formeln für die Schwerpunktsabstände des 


Zylinders: z = n des Kegels: z 5 und des Kegelstumpfes: 
m? —-2mn-- In? 
m?--mn--n? 


1. Die Halbkugel. 
Nach 11.8 2 1(b) ist: 


ul 
Tara 


, = Real = R’nh — Ren. 


Nun ist nach a), wenn y der Schwerpunktsabstand vom Mittelpunkt bedeutet: 
2 h WB 
-— 2 . paar 2 .— —— 2 .— 0 —— 
3 Kennen — Rh > Rz a 


EIS Rica = 


Dies ist der Schwerpunktsabstand des Restkörpers AMCA’MC’ vom 
Mittelpunkt. (Siehe Zeichnung 14.) Für =R gibt n den Schwerpunkt der 
Halbkugel an, 3 

b) n—zR 


3*+ 


RL 


2. Der Kugelausschnitt. 
Es ist nach 82 1(d): 


Rn (R—h) = Rem. = = R’ah n hieraus folgt: 


Bei 
3 
= ,;RHrM. 


Für Ra nass 2 (2R — h‘), worin A’ die Pfeilhöhe der Kalotte ist. 


3. Die flachbogige Kuppel über einem Raum von kreisrunder 
Grundform. 


Bezeichnen 7, und 7, die Kugelradien und A, und A, die Pfeilhöhen 
der äusseren Vene der inneren Kalotte, so ist der Rauminhalt des 
Gewölbes: > > 

Ve hy Vera) Zahl, ee h, — r?h,), oder da 


3” 
ASIEN Tan PRNR = } 
N en IV» NG — n?). 


Man erhält die Gleichung nach 2: 


FANERE s 2 3 
Ei Pi Hi Aa)n= zh’nh, 3 (Ale ne) zh’ach, 13 2r — Ah) 
BRD Ann 
a 


Für A, ==r, erhält man den Schwerpunktsabstand eines Kugelgewölbes 
oder einer halben Hohlkugel: 
ER 3 5 HH > 
6b) 7 = a 
4. Das Kugelsegment. 
Nach’ 118 1, 2, ist: 
h’r 3R—r 2 r i 


mern ern m an Narr. See 


TOR = zR—n)% 


Fürr=R-—h ist: 
NORA: 
NABREN): 


EI + Alte 


Dies ist der Abstand vom Mittelpunkt; der Abstand vom Scheitel ist: 
‚ _4RGR—h) -3(@R—h? _SRI— 3m _h SRR— 31 
ae 43 R—h) ABRE HI N ORh 22H 
für 2Rh = a? + h? ist: 


(a) 


‚_h dat 
2.3 


5. Die Kugelschicht. 
Nach II 81,3 ist: 
hr h h 4A®--h ıhn 
ik 2 2 2).n=-.b’zn- BUN = UT EEE NER LEE Free an 2 
6 8a’-35°--A°).n 9 b’rr h-+5 32th 6 BEA?) 


(3a?+35°--Ad).7 = 310242 (A413) = 2 (6 +1e+M, 
rare u = beinst: 

(a) Sram Aan 20, 

23a lE3b2i na 

der Fläche 5. r. Für 5=0 geht die Gleichung (a) über in 3 (a). 


2 2 
Kuren (ist "=: : nn 


Dies ist der Abstand von 


der Schwerpunktsabstand des Segments 


von der Grundfläche. 


6. Das halbe Umdrehungsellipsoid. 


Der Restkörper /, $ 2, 1 (b) ist raumgleich einem halben Umdrehungs- 
ellipsoid. Der Schwerpunkt von /, ist nach 185,1 (a): 


— = 


Dies ist nun nach dem allgemeinen Satz 8 5 (b) auch der Schwerpunkts- 
abstand vom Mittelpunkt des halben Umdrehungsellipsoids. 

Der Schwerpunkt des halben Umdrehungsellipsoids, dessen Umdrehungs- 
achse 25 ist, liegt demnach in gleicher Höhe mit dem Schwerpunkt der 
Halbkugel, deren Durchmesser 25 ist. Hieraus folgt weiter, dass auch der 
Schwerpunkt des Segments des Umdrehungsellipsoids mit dem Schwerpunkt 
des Kugelseginents, das mit dem Segment des Umdrehungsellipsoids gleiche 
Höhe hat, zusammenfällt, wenn beide Umdrehungskörper denselben Mittelpunkt 
haben und der Durchmesser der Kugel gleich der Umdrehungsachse des 
Ellipsoids ist. 

Der Schwerpunktsabstand vom Scheitelpunkt des Segments eines Um- 
drehungsellipsoids ist demnach auch nach $ 5, 3.: 


RUN: 
NET 


u 


Für die Schicht ist nach II S 2, 2(b): 


h NR 
er PD + 2). alla lan HR): © za’+200+30, 9) 


hr 
3 1} 
für 20, = 9%: +09: (9 -0,) ist: 


rt 30 + 5%) =: 2? — 9) +4?’ — 9) + h’+(& — 0) 


D} 2 j a? 
h’—+ (%— 0)’ = No 
27 oe 
b) = 


232103 32-30 -+% 

der Grenzfläche 7’. Der Abstand von der Grenzfläche e?r ist: 
h 20° Hart 

2 32 + 30°-% 2 


Für o=0 geht (c) über in (a). Mit Berücksichtigung des Wertes für 7? in 
8 2, 2.(c). geht für: 7 —.0 (b), über ın 
SENAT 
(dl 7 Tale das ist der Abstand von der Grund- 


fläche des Segments. Diese Formel gilt auch für das Kugelsegment, wo für d 
der Radius der Kugel zu setzen ist. 


() 7 = 


7. Das Umdrehungshyperboloid. 
Für die Schicht des zweischaligen a erhält man 


nach II 8 2, 3, wenn die Hyperbelgleichung x? — a? en y? ist: 


D? 
hzı br h hr hr 
? > — —.#)\.n—=—(o,? aka Min anagle lie. 
wor 1790 5 2 ) 7 Qı =. 20.08.1008) 3 nn +4n ah) 6 
ne 2r? + 40? — 
an Me EEE 
2 a 30 ch 


Die Entwickelung der Gleichung (a) geschieht wie diese von 6 (b) in 
S 5; ebenso ergibt sich für die Schicht des einschaligen Umdrehungshyper- 
boloids nach II $ 3: 


hr lg a N 
rt retten zart 


27? 40? — 5 h? 
2 ) 
372 +30? — 5 h? 
wo n und n' die Abstände von der Fläche 7? bezeichnen. 


} h 
b) = EN 


Bu Kl op ln 


Der Schwerpunktsabstand des Segments des zweischaligen Hyperboloids 


vom Scheitel ergibt sich aus (a) für r=0 und 0? = — b? 4 (a + h)? 
ERISaH- OR 
GH Sn er 


Alseın)serhälteman Tue, 77 — 2° und’ 0% — 2? re h? den Schwer- 
punktsabstand des Segments des einschaligen Hyperboloids von der Hauptachse a: 
ein ee el 
4 35?--h? 
Die Formeln (c) und (d) gelten auch für die Segmente des gleichseitigen 


Hyperboloids. 


8. Das Umdrehungsparaboloid. 
Aus II $S 4 folgt: 


. h? 2 
- 2+9).17—= 5 (405° 425,21 42) — = (40,2 + 25? + 42). 
h’n 2 e 
TR, - (40° -+- 25?) 
aeg 
3 02-482’ 


dies ist der Abstand des Schwerpunktes von der Fläche s?x. Für das Segment 
ist für s— 0 der Abstand vom Scheitel 
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